Contents

Preface ix

1 Continuous matter 1 1.1 Molecules . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 1.2 The continuum approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 1.3 Continuum mechanics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 1.4 Is matter really discrete or continuous? . . . . . . . . . . . . . . . . 8 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2 Space and time 11 2.1 Reference frames . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 2.2 Time . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 2.3 Space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13 2.4 Vector algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 2.5 Cartesian coordinate transformations . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 2.6 Scalars, vectors, and tensors . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23 2.7 Curvilinear coordinates . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

3 Gravity 35 3.1 Mass density . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36 3.2 Gravitational acceleration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38 3.3 Sources of gravity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41 3.4 Gravitational potential . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45 3.5 Potential energy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

Copyright © 1998–2002, Benny Lautrup Draft 7.4, September 9, 2002

4 Fluids at rest 53 4.1 Pressure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54 4.2 Formal definition of pressure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58 4.3 Equation of state . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61 4.4 Compressibility . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63 4.5 The isentropic atmosphere . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

5 Buoyancy 73 5.1 Global hydrostatic equilibrium . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74 5.2 Archimedes’ principle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75 5.3 Hydrostatic stability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77 5.4 Ship stability analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

6 Planets and stars 87 6.1 Gravitational flux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88 6.2 Spherical bodies . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91 6.3 Simple planetary models . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92 6.4 The isentropic star . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93 6.5 Field energy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

7 Hydrostatic shapes 105 7.1 Fluid interfaces in hydrostatic equilibrium . . . . . . . . . . . . . . 106 7.2 Shape of rotating fluids . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109 7.3 The Earth, the Moon and the tides . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111 7.4 Rotating fluid planet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

8 Stress 123 8.1 Friction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124 8.2 The stress ‘vector’ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125 8.3 Nine components of stress . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127 8.4 Mechanical equilibrium . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130 8.5 “Proof” of symmetry of the stress tensor . . . . . . . . . . . . . . . 133 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135

9 Strain 137 9.1 Displacement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138 9.2 Local deformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140 9.3 Geometrical meaning of the strain tensor . . . . . . . . . . . . . . 144 9.4 Work and energy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146 9.5 Finite local deformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150

Copyright © 1998–2002, Benny Lautrup Draft 7.4, September 9, 2002

10 Linear elasticity 153 10.1 Hooke’s law . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154 10.2 Hooke’s law in isotropic materials . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156 10.3 Static uniform deformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160 10.4 Energy of deformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166

11 Solids at rest 169 11.1 Equations of elastostatics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170 11.2 Standing up to gravity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172 11.3 Bending a beam . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175 11.4 Twisting a shaft . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178 11.5 Tube under pressure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180 11.6 Elastic spherical shell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190

12 Numeric elastostatics 193 12.1 Relaxing towards equilibrium . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194 12.2 Discretization of space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195 12.3 Gravitational settling in two dimensions . . . . . . . . . . . . . . . 198 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203

13 Vibrations in solids 205 13.1 Elastic waves . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206 13.2 Free elastic waves . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207 13.3 Rayleigh waves . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211 13.4 Radial waves . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 215

14 Matter in motion 217 14.1 The velocity field . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 218 14.2 Visualization of flow patterns . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222 14.3 Mass conservation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224 14.4 Continuum dynamics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 228 14.5 Little bangs and Big Bang . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 229 14.6 Newtonian cosmology . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 235

15 Nearly ideal flow 237 15.1 Euler’s equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 238 15.2 Pressure waves . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 239 15.3 Steady flow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241 15.4 Bernoulli’s theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 242 15.5 Using Bernoulli’s theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 244 15.6 Vorticity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 247 15.7 Potential flow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 250

Copyright © 1998–2002, Benny Lautrup Draft 7.4, September 9, 2002

15.8 Circulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 257

16 Material transport 259 16.1 Connected tubes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 260 16.2 Moving control volume . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 261 16.3 Mass balance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 263 16.4 Momentum balance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 263 16.5 Angular momentum balance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 267 16.6 Kinetic energy balance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 268 16.7 Energy balance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 270 16.8 Down the drain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 271 16.9 The Roman water-hammer pump . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 274 16.10Global sources . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 277 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 282

17 Viscosity 285 17.1 Shear viscosity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 286 17.2 Isotropic, Newtonian fluids . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 290 17.3 Major classes of flow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 293 17.4 Boundary conditions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 296 17.5 Dissipation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 297 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 299

18 Channels and pipes 301 18.1 Steady, incompressible flow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 302 18.2 Planar geometry . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 303 18.3 Pressure driven flow between fixed plates . . . . . . . . . . . . . . 304 18.4 Gravity driven flow with an open surface . . . . . . . . . . . . . . . 305 18.5 Tubular geometry . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 307 18.6 Laminar pipe flow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 308 18.7 Phenomenology of turbulent pipe flow . . . . . . . . . . . . . . . . 313 18.8 Down the drain, again . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 317 18.9 Circulating cylindrical flow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 319 18.10Couette flow between rotating cylinders . . . . . . . . . . . . . . . 321 18.11Secondary flow and Taylor vortices . . . . . . . . . . . . . . . . . . 325 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 328

19 Computational fluid dynamics 331 19.1 Unsteady, incompressible flow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 332 19.2 Temporal discretization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 334 19.3 Spatial discretization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 335 19.4 Channel entrance flow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 340 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 347

Copyright © 1998–2002, Benny Lautrup Draft 7.4, September 9, 2002

20 Sound in fluids 349 20.1 Time-dependent planar flow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 350 20.2 Sound as small velocity perturbations . . . . . . . . . . . . . . . . 352 20.3 Plane waves . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 354 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 356

21 Whirls and vortices 357 21.1 The Rankine vortex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 358 21.2 Basic vortex dynamics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 359 21.3 Viscous cylindrical vortices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 361 21.4 Bathtub-like vortices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 365 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 370

22 Creeping flow 373 22.1 Steady incompressible creeping flow . . . . . . . . . . . . . . . . . 374 22.2 Stokes’ solution for a sphere . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 375 22.3 Beyond Stokes’ law . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 379 22.4 Beyond spherical shape . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 382 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 384

23 Lubrication 387 23.1 Lift and drag near a boundary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 388 23.2 Flow in a narrow gap . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 391 23.3 Flat wing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 394 23.4 Loaded journal bearing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 397 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 401

24 Boundary layers 403 24.1 Physics of boundary layers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 404 24.2 Growth of a boundary layer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 409 24.3 Boundary layer theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 412 24.4 The Blasius boundary layer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 415 24.5 Turbulent flat-plate boundary layer . . . . . . . . . . . . . . . . . . 419 24.6 Self-similar boundary layers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 424 24.7 Predicting the separation point . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 428 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 429

25 Rotating fluids 431 25.1 Fictitious forces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 432 25.2 Flow in a rotating system . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 435 25.3 Geostrophic flow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 436 25.4 Two-dimensionality of geostrophic flow . . . . . . . . . . . . . . . . 438 25.5 The Ekman layer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 439 25.6 Steady vortex in rotating container . . . . . . . . . . . . . . . . . . 442 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 446

Copyright © 1998–2002, Benny Lautrup Draft 7.4, September 9, 2002

26 Aerodynamics 447 26.1 Aerodynamic forces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 448 26.2 Thin wing estimates . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 452 26.3 Lift in an ideal fluid . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 456 Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 459

Answers to problems 461 1 Continuous matter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 461 2 Space and time . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 462 3 Gravity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 463 4 Fluids at rest . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 465 5 Buoyancy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 465 6 Planets and stars . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 466 7 Hydrostatic shapes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 467 8 Stress . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 468 9 Strain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 469 10 Elasticity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 471 11 Solids at rest . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 472 12 Numeric elastostatics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 473 13 Sound in solids . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 473 14 Matter in motion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 474 15 Nearly ideal flow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 475 16 Material transport . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 476 17 Viscosity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 480 18 Plates and tubes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 481 19 Computational fluid dynamics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 483 20 Sound in fluids . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 484 21 Whirls and vortices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 485 22 Creeping flow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 487 23 Lubrication . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 488 24 Boundary layers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 489 25 Rotating fluids . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 489 26 Aerodynamics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 490

Bibliography 491

Index 495

Copyright © 1998–2002, Benny Lautrup Draft 7.4, September 9, 2002